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引言

排队网络是当今排队论研究的热点，也是研究

计算机通讯网络与制造系统性能的一种有效方法。

近几十年来，人们对排队网络做了大量的研究，分

析了很多网络，采用很多方法给出了网络的稳态指

标。 利用逆过程的方法，分析了现在称之

为 网络的稳态分布，并给出了理论证明，

从而提出了乘积形式稳态解这一思想，成为后人研

究的基础； 和 把这些结果延

伸到带消极信号的排队网络中，并且使各节点处服

务准则一般化，同样给出了系统的稳态分布，进一

步拓展了排队网络的应用范围。

本文将对带消极信号的一般网络进行分析，同

时加入了有限容量：即各节点处顾客最大容量有

限，以及一般服务准则。利用各节点处的拟可逆

性，给出了网络的稳态分布，并以一个简单例子对

其进行了验证。

为便于以下分析，先给出本文要用到的定义及

定理：

定义 （带信号排队的拟可逆性） 若存在两

个非负集 满足

′

′ ′ ′ ′

则称此排队相对于

和 是拟可逆的，其中 为排队系统的稳态分布，

且 为 类到达所引起的转移的转移率， 是 类离

去所引起转移的转移率。

定理 若带信号的每个节点处对于总到达率

是拟可逆的，则排队网络有乘积形式稳态分布

通过上述定义和定理，可以解决本文网络的稳

态分布问题。

模型假设

考虑有 个服务节点的排队网络，每个节点仅

有一个服务台，节点 的最大容量为 ，

有类顾客和一类信号，从外界分别以参数 的

过程来到节点处， 为顾客到达类的记号，

当 类顾客到达节点时，顾客数少于 ，此顾客加

入节点处；信号到时，至少有一名顾客，则减少

处一个顾客，为具体此模型，做如下假设：
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） 类顾客接受服务完成，发生转移，称为

类离去； 类顾客由于信号而导致离去，称为 类

离去，若信号到达记为 ，则处到达类有 种，离

去类有 种，类集为

） 类顾客在节点处具有指数服务率 ，但

服务员不一定仅同时服务一个顾客，可能以某种准

则，同时服务多个顾客，如共用加工系统。因此，

考虑一般情况，设节点最多有 个服务位置，记为

；当顾客到达节点时，若有 个顾客，

，则以概率 占据位置，

，而此前处于 位置的顾客分别移

到 的位置，显然，

；同时位置的顾客以占总服务率 的

比率接受服务，服务完成， 位置顾客分

别转移到 位置，显然 ；

）在节点处，服务完的顾客以概率 或

作为 类顾客或信号到达 节点处，以概率 离开

系统，永不再来，显然

由信号到达引起离开的顾客，以概率 或 作

为一般顾客或信号到达 处，以概率 离开系统，

永不再来，显然 满足

当 类顾客到达处时，有 个顾客，则以概率

作为 类顾客到达

处，或以概率 作

为信号到达 处，其中 为此类顾客到达处

时，作为 类立刻离去的概率； 为作为

类离去的概率，显然 。

当信号到达处时，引起位置的顾客离开的

概率是 ，若处有 个顾客时， ；

则有： 。

上述模型实质上包含了常见的排队系统，只要

对节点处的 和 具体化

即可，用一个简单的例子来说明这种效果。

例 若节点定义为

其它

其它

其它

其中， 是 的整数部分，则节点处的运行相当于

是顾客按 服务的单服务台，信号的到达使得

排队的中间顾客离去。

模型分析与乘积形式解

令 为稳态下节点 处 类顾客的个数，

， ，则令向量

则稳态下网络的状态表示为

显然： ，称为节点 处的顾客

数，且满足 。

同时，为方便分析网络，引入另一个状态：令

为节点处处于位置的顾客类，令

则网络的状态可表示为

令 为节点处 类顾客总的到达率， 为信号的平

均总到达率，设 为处 类顾客总的离开率， 为

类顾客的总的平均离开率。则满足下列平衡方程



第 期 李继红 等 具有 个有限容量服务节点和消极信号的排队网络

定理 假设下面条件中至少有一个满足：

） 与顾客类型相独立；

） ，对所有 均

成立，称为对称服务准则。

则上述网络的稳态分布为

其中

且 ， ， 。

证明 由定理 ，需要验证每个节点，独立成

排队时具有可逆性。对于节点，转移率为

′ ′ ′

′

此时，可以看作 类顾客以 速率的 过程到

达，信号以 的速率的 过程到达，此节点

的运行准则由 和 决定，定义

表示 类顾客离开节点后的状态；则由一般服务

完成所引起的此类事件的转移率为

由信号到达所引起的此类状态改变的概率函数为

类似，定义 为：

为 类顾客到达位置 后，引起的状态改变，此到

达效果的概率函数为

且当 时， 顾客到达不引起状态改变，所以

所以，处排队的转移率为

考虑处排队的逆过程，假设时间可逆过程是

到达率为 ，服务率为 的另一排队，因为在

逆时间下到达与离去发生转化，则逆过程中处于

位置的顾客离开率为

且逆过程中当状态为 时，类顾客到达选择位置的

概率，相当于向前过程中 类顾客从位置离开的概

率

因此逆过程中到达引起的转移率为
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第一步：验证式 是由式 所定义的排

队系统的稳态分布。由 引理得

同理

且

′

其中

其它

同理

′

由条件 ）或 ）可得：

′ ′

同样可以验证当 时，上式也成立，因此 为

式 所定义排队的稳态分布。

第二步：验证节点的拟可逆性：假设

则消极信号引起离开的概率为

显然， 。

则由式 、 可得

′
′ ′

同理

′
′ ′ ′

当 时

则

，

把 ， 带入等式 、 中，得此问题的交通

方程，所以，若 为此方程组的解，结论得证。

定理 在满足条件 ）或 ）的情况下，具

有有限容量服务节点与消极信号的排队网络队长

的稳态分布是

其中

且在节点处有 个顾客的概率
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且联合概率分布为

证明 给定 ， ，在节

点处有 个位置，其中分别有 个位置

属于 类，则 的可能组

合有

所以

其余同理，其中

证毕。

得到系统队长的稳态分布，亦可得到其它稳态

指标，如平均队长等，在此不述。

结束语

具有 个有限节点与信号的一般排队网络，通

过改变 可以得到很多具体模型的分布，因

此具有巨大应用价值。同时，当对有限容量取极限

时，又可得到无限容量排队网络的结果。本研究可

以继续扩展到具有多服务台节点的网络，同样会有

相应乘积形式稳态解。但本文分析的只是一种特殊

转移，对溢出顾客类型做了特殊处理，才有乘积形

式解，如果考虑一般转移，则未必具有乘积形式，

还有待修正。
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